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Линейное уравнение переноса: 

 

 

Разностное уравнение: 

 

 

Потоковые параметры: 

(решение обобщенной задачи Римана) 

 

 

Приращения параметров: 

(внутри ячейки) 
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Кусочно-линейная реконструкция 
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 разложение 

в ряд Тейлора 

Правые разности: 

  Lax-Wendroff scheme 

Левые разности: 

   Warming-Beam scheme 

Центральные разности: 

  Fromm scheme 
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Схема I- 

 

Трехточечная реконструкция: 

(общего вида) 

 

 

 

 

Свободный параметр : 

(функция от CFL) 

Кусочно-линейная реконструкция и третий порядок точности 
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Схема III 
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Кусочно-линейное распределение u(x) на нижнем временном слое t = tn 
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Схема III 
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Lagrangian step

Шаг в лагранжевых координатах – сдвиг u(x) на расстояние x = a 
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Схема III 

u

x
i-1/2 xx

i+1/2

remapping procedure

Процедура пересчёта на эйлерову сетку (метод наименьших квадратов) 
 кусочно-линейное распределение u(x) на верхнем временном слое t = tn+1 
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Схема III 

 

Метод наименьших квадратов: 

 
1) Равенство средних величин 

 

 

 

 

 

2) Равенство первых моментов 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 Δ
( ) ( , )

i i

i i

x
n

n ni

i i

x

x x

u
u x x u x adx dt x

h


 

 




 

    
 

 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 ( ) (( ( ) )
Δ

) ,
i i

i i

x
n

n ni

i i

x

i i
x x

u
u x x u x a t

h
x x dx x x dx

 

 




 

    
 

 



B. van Leer. A New Approach to Numerical Convection // J. Comput. Phys., 1977 

 

Схема III 

 

Метод наименьших квадратов: 

 
1) Равенство средних величин 

 

 

 

 

 

2) Равенство первых моментов 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 Δ
( ) ( , )

i i

i i

x
n

n ni

i i

x

x x

u
u x x u x adx dt x

h


 

 




 

    
 

 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 ( ) (( ( ) )
Δ

) ,
i i

i i

x
n

n ni

i i

x

i i
x x

u
u x x u x a t

h
x x dx x x dx

 

 




 

    
 

 

 1 3 2

1 1Δ 6 (1 ) (1 3 2 )Δ (3 6 2 )Δn n n n n

i i i i iu u u u u      

         

1

1

1

(1 ) (1 )

2 2
Δ Δ(1 )

i i

n n n

i i i u uu u u
   

 






 
    



B. van Leer. A New Approach to Numerical Convection // J. Comput. Phys., 1977 

 

Схема III 

 

Метод наименьших квадратов: 

 
1) Равенство средних величин 

 

 

 

 

 

2) Равенство первых моментов 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 Δ
( ) ( , )

i i

i i

x
n

n ni

i i

x

x x

u
u x x u x adx dt x

h


 

 




 

    
 

 

1/2 1/2

1/2 1/2

1

1 ( ) (( ( ) )
Δ

) ,
i i

i i

x
n

n ni

i i

x

i i
x x

u
u x x u x a t

h
x x dx x x dx

 

 




 

    
 

 

1/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2

1/ 2

1/ 2

1

(1 )

2
Δ

0

      

n n

i i

n n

i i i

n n

i i u u

h

u u u

u u
a





 

 











 


 

 1 3 2

1 1Δ 6 (1 ) (1 3 2 )Δ (3 6 2 )Δn n n n n

i i i i iu u u u u      

         

1

1

1

(1 ) (1 )

2 2
Δ Δ(1 )

i i

n n n

i i i u uu u u
   

 






 
    



   
/2

/

1/2
2

1 2

,
1

=
1

hN

i

n

i

h

i d
h

t
N

P u x  
 

     
  

 

 
Δ

,              
n

i

n i

i i

u
u xP x

h
     

Критерии точности схем 
 

Способ #1:  интеграл отклонения по норме L2 

 

 

 

    Здесь кусочно-линейное  решение   где 

сравнивается с точным профилем искомой функции u(x, tn). 
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    Здесь кусочно-линейное  решение   где 

сравнивается с точным профилем искомой функции u(x, tn). 

  

    Разложение  функции u(x, tn) внутри каждой ячейки в ряд многочленов 

Лежандра: 
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    Разложение  погрешности  на составляющие: 
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Схема III и разрывный метод Галеркина 
 

Разрывный метод Галеркина: 

 Исходное уравнение: 

 

Интегрирование по ячейке с пробной функцией: 

(полудискретная форма) 
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При использовании базисных полиномов 1-го порядка: 
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Линейные уравнения ( f(u)=au ): 
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Схема III и разрывный метод Галеркина 
 

Метод моментов (схема III): 

 Расчет средних величин: 

 

Расчет приращений: 
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Схема III и разрывный метод Галеркина 
 

Метод моментов (схема III): 

 Расчет средних величин: 

 

Расчет приращений: 
 

 

 

(полностью дискретная форма 
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Устойчивость и точность схем третьего порядка 
 

Разложение в ряд Тейлора: 
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Обобщение схемы III на случай нелинейных уравнений  
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Полудискретная форма разрывного метода Галеркина: 
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Обобщение схемы III: 

(полная дискретная форма разрывного метода Галеркина) 
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Обобщение схемы III на случай нелинейных уравнений  
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Аппроксимация объемного интеграла потоковой величины: 
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Обобщение схемы III на случай двумерных задач  

Исходное уравнение: 
 

Полная дискретная форма разрывного метода Галеркина: 

 

( ) ( )
0

u f u g u

t x y

  
  

  

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2, 1/2, , 1/2 , 1/

1

, 2,
0

x y

n n n n

i j i j

n n

i j i i j i jju u

h h

f f g g



   

 



  
  



/ 2 / 2

0 / 2 / 2

/ 2 / 2

0 / 2 / 2

1/ 2

,

1/ 2

,

ˆ

ˆ

1
,

1
,

y x

y x

y x

y x

h h

h hx y

h h

h hx

n

i j

n

i

y

j

d d dt

d

f
h h

g
h h

f

d dg t






 

 


 





 





 
 
 

 
 
 

  

  

   
1/ 2, 1/ 2,

1/2 1/2

, 1/2 , 1

1

1/2

,

/, , 2
Δ Δ 6 12

0ˆ
y y i j

y y

j

x

i

n n

i j i j

n n

i j i j n

i j

u u

h

Fg

h h

g F
g



 

 

 



 
   

   

/ 2

1/ 22

0 / 2

/ 2

1/ 22

0 /

1/ 2

1/ 2 ,

1/ 2

, / 2

2

1

12
,

12
.

y

y

x

x

h

i

hy

h

j

h

n

x

n

i j

i j

F

G

f
h

g
h

d dt

d dt


































 
 
 

 
 
 

 

 

    1/2 1/2

1/2, 1

1/2 1/2

, 1/2 , 1/2/2

1

,

,

1/, 2,
Δ Δ 6 12

0ˆx x

x x y

n n

i

n n

i jnj i j

n n

i j i

i

jj i

j

u u

h h h

Gf Gf
f



 



  

  


   
   

/ 2

1/ 2

0 / 2

/ 2

1/ 2

0 / 2

1/ 2 ,

, 1/ 2

1
,

1
,

y

y

x

x

h

i

h

i j

y

h

hx

j ji

f

g

f
h

g
h

d dt

d dt



















 





 
 
 

 
 
 

 

 

Объемные интегралы 

потоковых величин 

Первые моменты потоков 

на границах ячеек 

Потоки на 

гранях ячеек 

MUSCL схема 



Применение противопотоковой моментной схемы для 

решения уравнений Эйлера 
 

Huynh H. T.  An upwind moment scheme for conservation laws // Computational Fluid 

Dynamics 2004, Springer, Berlin, 2006, p.761–766. 

 



Применение противопотоковой моментной схемы для 

решения уравнений Эйлера 
 

Huynh H. T.  An upwind moment scheme for conservation laws // Computational Fluid 

Dynamics 2004, Springer, Berlin, 2006, p.761–766. 

Shu-Osher test problem 

 



Применение противопотоковой моментной схемы для 

решения уравнений Эйлера 
 

Huynh H. T.  An upwind moment scheme for conservation laws // Computational Fluid 

Dynamics 2004, Springer, Berlin, 2006, p.761–766. 

Shu-Osher test problem 

 

MUSCL + NOLD 



СПАСИБО ЗА ВНИМАНИЕ! 


